Algebra IMO-Training 2021 D. Holmes

Algebra

Aufgabe 1 (Canada MO 2021 P2). Sei n > 2 eine fixe positive ganze Zahl und seien ay, ..., ay
positive reelle Zahlen mit a; + ag + - -+ + a, = 2" — 1. Finde (mit Beweis) den kleinstmoglichen
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Wann gilt Gleichheit?

Aufgabe 2 (Imomath Polynomial Equations P11). Seien P und @ Polynome mit reellen Koef-
fizienten, beide mit mindestens einer reellen Nullstelle. Weiters gelte

P(1+2+Q(2)*) = Q1 + = + P(z)?)
fiir alle z € R. Beweise, dass P = Q.

Aufgabe 3 (2018 Greece National Olympiad Problem 3 (a)). Seien n < m positive ganze Zahlen
und ay, ..., a, paarweise verschiedene reelle Zahlen. Finde (mit Beweis) alle Polynome P mit
reellen Koeffizienten und Grad hochstens n, sodass

|P(a;) — P(aj)| = |a; — aj
fiur alle 4,5 € {1,2,...,m} gilt.
Aufgabe 4 (Folklore). Seien P, Q,a,b,c,d ganze Zahlen mit
P=ad?+bV, Q=c+d.
Zeige, dass es ganze Zahlen e, f gibt, sodass P - Q = e + f2.

Aufgabe 5 (Imomath Polynomials P9). Sei P ein Polynom mit reellen Koeffizienten, sodass
P(x) > 0 fiir alle z € R gilt. Zeige, dass es Polynome A und B mit reellen Koeffizienten gibt,
sodass

P(z) = A(x)* + B(x)?
fiir alle z € R gilt.

Aufgabe 6 (IMO 2018 Shortlist A3). Sei S eine Menge von positiven ganzen Zahlen. Zeige,
dass mindestens eine der folgenden zwei Aussagen zutrifft:

(1) Es gibt verschiedene endliche Teilmengen F' und G von S, sodass ) p1/z =5 ,1/z.

(2) Es gibt eine positive rationale Zahl r < 1, sodass Y _p1/x # r fiir alle endlichen Teil-

mengen F von S gilt.

zeF

Aufgabe 7 (Imomath Polynomial Equations P14). Die Mantelfliche einer Zylinderoberflache
wird von n — 1 Ebenen parallel zur Grundfliche und m Geraden parallel zur Achse in mn Zellen
unterteilt (n > 1, m > 3). Zwei Zellen sind Nachbarn, wenn sie eine gemeinsame Kante haben.
Zeige, dass Aussage (A) dann und nur dann zutrifft, wenn Aussage (B) zutrifft:

(A) Man kann in jede Zelle eine reelle Zahl schreiben, nicht alle 0, sodass die Zahl in jeder
Zelle gleich der Summe der Zahlen in den benachbarten Zellen ist.

(B) Es gibt ganze Zahlen k, ! mit n + 1t k, sodass

2w km 1
cos | — | + cos = —.
m n+1 2




