Herbsttraining 2022 Erzeugende Funktionen Daniel Holmes

Aufgaben

Aufgabe 1. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 15 Apfel auf 5 Leute aufzuteilen?

Aufgabe 2. Finde die Anzahl der Teilmengen von {1,2,...,2000}, deren Summe durch 5 teilbar
ist.

Aufgabe 3 (Partitionen: Ein Satz von Euler). Sein € N. Zeige, dass die Anzahl der Partitionen
von n mit paarweise verschiedenen Summanden gleich der Anzahl der Partitionen von n mit
ausschliesslich ungeraden Summanden ist.

Aufgabe 4 (Verallgemeinerung: Satz von Glaisher). Sei n € N und d € N>g. Zeige, dass die
Anzahl der Partitionen von n, in denen jeder Summand weniger als d mal vorkommt, gleich der
Anzahl der Partitionen von n ist, in denen kein Summand durch d teilbar ist.

Aufgabe 5. Seien k,n € Nyg mit £ > n und 2 | k — n. Gegeben seien 2n Lampen, die mit
1,2,...,2n beschriftet sind, wobei jede Lampe eintweder ein- oder ausgeschalten ist. Am Anfang
sind alle Lampen ausgeschalten. Wir betrachten nun Folgen der folgenden Schritte: In jedem
Schritt wird eine Lampe umgeschaltet (also von ein auf aus, oder von aus auf ein).

e Sei N die Anzahl solcher Folgen der Lange k, sodass am Ende die Lampen 1,...,n ein
und die Lampen n +1,...,2n aus sind.

e Sei M die Anzahl solcher Folgen der Lange k, sodass am Ende die Lampen 1,...,n ein und
die Lampen n+1,...,2n aus sind, und keine der Lampen n+1, ..., 2n jemals eingeschalten
wurde.

Beweise, dass % = 2k—m,

Aufgabe 6 (Satz von Lucas). Seien m,n € N>g und p eine Primzahl. Zeige, dass

() =T1(3) mocs

wobei m = Zﬁ:o mip’ und n = Zi:o n;p® mit m;,n; € {0,1,...,p — 1} die Darstellungen von
m und n zur Basis p sind. Diese Darstellungen sind eindeutig bis auf die Anzahl der fithrenden
Nullen.

Anmerkung: Der Binomialkoeffizient (7:) gibt an, wie viele n-elementige Teilmengen eine

Menge mit m Elementen hat.
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