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Einführung

Notation & Definitionen

• R ist Platzhalter für Z,Q,R,C oder Fp (die Menge {0, 1, . . . , p − 1} mit Addition und
Multiplikation modulo die Primzahl p).

• R[X] ist die Menge der Polynome in der Variable X mit Koeffizienten in R. Polynome
könenn addiert und multipliziert werden.

• Ein Element f ∈ R[X] heißt

– invertierbar, wenn es ein g ∈ R[X] gibt, sodass fg = 1

– irreduzibel, wenn f ̸= 0, f nicht invertierbar ist und f nicht das Produkt zweier nicht
invertierbarer Elemente ist.

Achtung! X + 1 ist irreduzibel in Z[X] und Q[X], während hingegen 2X + 2 in Q[X] aber
nicht in Z[X] irreduzibel ist. Denn 2 ist in Q invertierbar, aber nicht in Z.

Satz 1. R[X] ist nullteilerfrei, d.h. wenn fg = 0 für f, g ∈ R[X], dann ist f = 0 oder g = 0.

Primfaktoren

Satz 2. Jedes f ∈ R[X] \ {0} ist ein Produkt von irreduziblen Polynomen, und die irreduziblen
Faktoren sind eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit invertierbaren Elementen.

R =
Invertierbare Grad von irreduziblen Beispiel:

Elemente in R[X] Elementen in R[X] Faktorisierung von 5X4 − 10 in R[X]

Z ±1 ≥ 0 5(X4 − 2)

Q Grad 0 Polys ≥ 1 (5X4 − 10)

R Grad 0 Polys 1 oder 2 (5X − 5 4
√
2)(X + 4

√
2)(X2 +

√
2)

C Grad 0 Polys 1 (5X − 5 4
√
2)(X + 4

√
2)(X − i 4

√
2)(X + i 4

√
2)

F2 Grad 0 Polys ≥ 1 (X)4

F3 Grad 0 Polys ≥ 1 (−X2 −X + 1)(X2 −X − 1)

F5 Grad 0 Polys ≥ 1 0 =⇒ keine Faktorisierung

Korollar 3. Für f, g ∈ R[X] (nicht beide 0) ist ggT(f, g) wohldefiniert bis auf Multiplikation
mit invertierbaren Elementen. Für R ∈ {Q,R,C,Fp} ist ggT(f, g) eindeutig bestimmt, wenn wir
fordern, dass er monisch ist.

Komplexe Wurzeln & Minimalpolynom

Satz 4. Sei f(X) ∈ C[X] vom Grad n ≥ 1. Dann existieren α1, . . . , αn, c ∈ C, sodass f(X) =
c(X − α1) . . . (X − αn).

Satz 5. Sei α ∈ C sodass f(α) = 0 für irgendein f ∈ Q[X] \ {0} gilt. (Solche α heißen
algebraische Zahlen.) Sei Mα ∈ Q[X] das monische Polynom kleinsten Grades, sodass Mα(α) =
0. (Mα wird Minimalpolynom von α genannt.) Es gilt:

• Mα ist eindeutig bestimmt und irreduzibel in Q[X].

• Für jedes g ∈ Q[X] mit g(α) = 0 gilt mα|g.

Ist Mα ∈ Z[X], wird α eine ganze algebraische Zahl genannt.
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Geometrie der komplexen Zahlen

Unter C ∼= R2 entspricht Addition in C der Vektoraddition in R2. Bei der Multiplikation in C
multipliert sich der Betrag (|a · b| = |a| · |b| ∀a, b ∈ C) und addiert sich der Winkel zur positiven
reellen Achse. Die komplexe Zahl mit Betrag r ≥ 0 und Winkel ϕ zur positiven reellen Achse
ist durch reiϕ gegeben, wobei ϕ im Bogenmaß gegeben sein muss (360◦ = 2π). Wie auch in R2

gilt die Dreiecksungleichung |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Aufgaben

Mit ∗ sind optional, da sie entweder einen Satz aus der komplexen Analysis benötigen (Satz von
Rouché) oder für ihre Lösungen aus Zeitgründen auf die Quellenangaben (s.u.) verwiesen wird.

Aufgabe 1 (Inhalt eines Polynoms). Definiere für jedes f(X) =
∑n

i=0 aiX
i ∈ Z[X] \ {0} den

Inhalt c(f) von f durch c(f) := ggT(a0, a1, . . . , an). Beweise, dass c(fg) = c(f)c(g) für alle
f, g ∈ Z[X] \ {0} gilt.

Anmerkung: Polynome mit c(f) = 1 werden primitiv genannt.

Aufgabe 2 (Lemma von Gauß). Sei f(X) ∈ Z[X] \ {0} mit deg(f) ≥ 1. Zeige, dass f dann
und nur dann irreduzibel in Z[X] ist, wenn es irreduzibel in Q[X] ist und c(f) = 1 gilt.

Aufgabe 3. Seien a1, . . . , an verschiedene ganze Zahlen.

(a) Zeige, dass f(x) := (x− a1) . . . (x− an)− 1 ∈ Z[x] irreduzibel ist.

(b) Nimm außerdem an, dass n ungerade ist. Zeige, dass f(x) := (x−a1) . . . (x−an)+1 ∈ Z[x]
irreduzibel ist.

Aufgabe 4. Für f(X) =
∑n

k=0 akX
k ∈ R[X] mit an ̸= 0 definiere f̂(X) :=

∑n
k=0 an−kX

k ∈
R[X]. Beweise, dass f dann und nur dann irreduzibel in R[X] ist, wenn f̂ irreduzibel in R[X]
ist.

Aufgabe 5 (Irreduzibilitätskriterium von Eisenstein). Sei f =
∑m

i=0 aix
i ∈ Z[x] ein primitives

Polynom, sodass p ∤ an, p | a0, . . . , an−1, p
2 ∤ a0. Zeige, dass f irreduzibel ist.

Verallgemeinerung: Wenn p|a0, a1, . . . , ak−1, p ∤ ak und p2 ∤ a0, dann hat f einen irreduziblen
Faktor dessen Grad mindestens k ist.

Aufgabe 6. Sei f(X) = (25 − 1)X4 + (210 − 1)X3 + (215 − 1)X2 + (218 − 1). Zeige, dass f
irreduzibel in Z[X] ist.

Aufgabe 7. Sei p eine Primzahl und definiere Φp(X) = Xp−1 + · · ·+X +1. Zeige, dass Φp(X)
irreduzibel in Z[X] ist.

Aufgabe 8. Was passiert, wenn wir Φp(X) stattdessen modulo p betrachten, also als Element
von Fp[X]? Faktorisiere Φp(X) in Fp[X].

Hinweis: Tatsächlich ist das n-te Kreisteilungspolynom Φn(X) ∈ Z[X] für alle n irreduzibel.
Achtung: Die Definition von Φn(X) folgt nicht der einfachen Formel von Φp(X).

Aufgabe 9. Faktorisiere Xp−2 +Xp−3 + · · ·+X +1 in Fp[X], wobei p eine Primzahl ist. Leite
daraus den Satz von Wilson und andere Identitäten modulo p ab.

Aufgabe 10. Sei f ∈ Z[X] ein monisches Polynom, dessen komplexe Wurzeln alle auf oder
innerhalb des Einheitskreises liegen. Zeige, dass jede komplexe Wurzel von f entweder eine
Einheitswurzel oder 0 ist, also f |xk(xm − 1)k für irgendwelche m, k ∈ N>0.
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Aufgabe 11. Finde ein irreduzibles Polynom in Z[X], das reduzibel modulo jede Primzahl p
ist.

Aufgabe 12. Sei n ≥ 2 eine ganze Zahl. Zeige, dass Xn +X + 3 irreduzibel in Z[X] ist.

Aufgabe 13. Sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ Z[X] mit |a0| prim und |a0| > |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|. Dann

ist f irreduzibel in Z[X].

∗ Aufgabe 14. Sei f(X) =
∑n

k=0 akX
k ∈ C[X] mit |ak| > |a0|+ |a1|+ · · ·+ |ak−1|+ |ak+1|+

· · ·+ |an|. Dann liegen genau k komplexe Wurzeln von f strikt im Inneren des Einheitskreises,
und die restlichen n− k Wurzeln liegen strikt außerhalb des Einheitskreises.

Aufgabe 15 (Irreduzibilitätskriterium von Perron). Sei f = Xn+an−1X
n−1+ · · ·+a1X+a0 ∈

Z[X] mit a0 ̸= 0 und |an−1| > 1 + |an−2|+ · · ·+ |a1|+ |a0|. Dann ist f irreduzibel.

Aufgabe 16. Sei f(X) =
∑n

k=0 akX
k ∈ R[X] ein Polynom mit 0 < a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an, und sei

z ∈ C mit f(z) = 0. Dann gilt |z| ≤ 1.

Aufgabe 17. Sei f(X) =
∑n

k=0 akX
k ∈ R[X] ein Polynom mit positiven Koeffizienten, und sei

z ∈ C mit f(z) = 0. Dann gilt

min
1≤k≤n

ak−1

ak
≤ |z| ≤ max

1≤k≤n

ak−1

ak
.

Aufgabe 18. Sei p eine Primzahl. Zeige, dass das Polynom f(X) = Xp−1+2Xp−2+ · · ·+(p−
1)X + p irreduzibel in Z[X] ist.

Aufgabe 19 (Brasilien 2006). Sei f ∈ Q[X] ein irreduzibles Polynom mit zwei verschiedenen
komplexen Wurzeln, deren Produkt eins ist. Beweise, dass der Grad von f gerade ist.

Aufgabe 20. Seien m,n, a positive ganze Zahlen und p < a − 1 eine Primzahl. Beweise, dass
f(X) := Xm(X − a)n + p ∈ Z[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 21 (Iran TST 2007). Gibt es eine Folge a0, a1, a2, . . . in N mit ggT(ai, aj) = 1 für alle
i ̸= j, sodass für alle n ∈ N das Polynom

∑n
i=0 aiX

i ∈ Z[X] irreduzibel ist?

Aufgabe 22 (MOP 2007). Sei p(X) ∈ Z[X]. Gibt es eine positive ganze Zahl k, sodass p(X)−k
irreduzibel in Z[X] ist?

Aufgabe 23. Emmy und Sophie spielen ein Spiel. Emmy denkt sich ein Polynom P (X) mit
nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten aus. Sophie darf sich eine Zahl a ∈ Z aussuchen und
von Emmy den Wert P (a) erfahren. Dann darf Sophie sich eine zweite Zahl b ∈ Z aussuchen
und von Emmy den Wert P (b) erfahren. Anschließend muss Sophie P (X) erraten. Hat sie eine
Gewinnstrategie?

∗ Aufgabe 24 (Irreduzibilitätskriterium von Cohn). Sei p eine Primzahl und b ≥ 2 eine
natürliche Zahl. Sei pnpn−1 . . . p1p0 die Darstellung der Zahl p zur Basis b mit 0 ≤ pi < b
für jedes i und pn ̸= 0. Dann ist das Polynom

f(x) := pnx
n + · · ·+ p1x+ p0 ∈ Z[x]

irreduzibel.

∗ Aufgabe 25 (Irreduzibilitätskriterium von Dumas). Sei f(X) =
∑n

k=0 akX
k ∈ Z[X] und p

eine Primzahl. Wenn

(i)
νp(ai)

i >
νp(an)

n für i ∈ {1, 2, . . . , n− 1},

(ii) νp(a0) = 0 und

(iii) ggT(νp(an), n) = 1,

dann ist f irreduzibel in Q[X]. Hierbei ist νp(ai) die größte ganze Zahl k, sodass pk|ai. Per
Konvention gilt νp(0) = ∞.
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Anmerkungen: Dieses Kriterium lässt zahlreiche Verallgemeinerungen zu, indem die Eigen-
schaften des Newton-Polygons von f für verschiedene Primzahlen p verglichen werden (siehe [1]).
Das Newton-Polygon von f zur Primzahl p erhält man, indem man die Punkte (i, νp(ai)) ∈ R2

für i = 0, 1, . . . , n aufzeichnet und die untere konvexe Hülle dieser Punktmenge nimmt (siehe [7]).
Es beschreibt die p-adischen Bewertungen der Wurzeln von f in den verfollständigten p-adischen
Zahlen Cp.

Eine elementare Erklärung, warum das Newton-Polygon etwas mit Irreduzibilität zu tun haben
sollte, findet sich in [2].
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