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Aufgabe 1. Sei G eine Gruppe. Zeige, dass e € G das einzige Element ist, das die Gleichung
g% = g erfiillt.

Aufgabe 2. Beweise, dass x x y — = + y + xy eine Gruppenoperation auf Q \ {—1} definiert.

Aufgabe 3. Beweise, dass Sym(M) := {f : M — M | f ist bijektiv} mit der Verkniipfung von
Funktionen als Gruppenoperation die Axiome einer Gruppe erfiillt.

Aufgabe 4. Finde alle Untergruppen von (Z, +,0).
Aufgabe 5. Finde alle Untergruppen von (Q, +,0).

Aufgabe 6. Zeige, dass jede Untergruppe von C), := (ala™ = e) wiederum zyklisch ist (also von
der Form C, fur irgendein r). Zeige weiters, dass dann r | n gilt.

Aufgabe 7. Seien H, K < G Untergruppen von G.

(i) Zeige, dass H N K eine Untergruppe von G ist.

(ii) Zeige, dass H U K dann und nur dann eine Untergruppe von G ist, wenn H C K oder
K C H gilt.

Aufgabe 8. Seien K, H, G endliche Gruppen mit K < H < G. Beweise, dass dann
|G/K|=|G/H|-|H/K]|
gilt.

Aufgabe 9. Sei G := (a,b) und H C G die Menge aller Elemente, die sich als a’b/! ... a b/
darstellen lassen, wobei n € N>, iy, jx € Z fiir alle 1 <k <nund Y ;_, i =0.

(i) Beweise, dass H < G, also dass H eine Untergruppe von G ist.
(ii) Beweise, dass H < G, also dass H eine normale Untergruppe von G ist.
(iii) Beschreibe die Faktorgruppe G/H moglichst genau.

Aufgabe 10. Seien G und H Gruppen mit g € G und h € H. Beweise, dass

ordgxm((g,h)) = kgV(ordg(g),ordg (h))
gilt.

Aufgabe 11. Auf wie viele Arten kann man die 6 Flichen des Wiirfels so farben, dass jede
Seite entweder rot, griin oder blau gefarbt ist? Dabei sind zwei Farbungen als gleich zu werten,
wenn sie durch eine Drehung des Wiirfels ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Tipp: Falls beim Training keine Zeit mehr dafiir wahr, suche auf Wikipedia das Lemma von
Burnside [3].

Aufgabe 12. Wie viele Fixpunkte hat eine Permutation von {1,2,...,n} im Durchschnitt?
Tipp: Lemma von Burnside [3].

Aufgabe 13. Wie viele Kongruenzabbildungen des Raumes gibt es, die den regelméfligen

Tetraeder auf sich selbst abbilden? Was ist mit anderen platonischen Kérpern wie dem Wiirfel,
dem Oktaeder, dem Dodekaeder und dem Ikosaeder?
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