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1 Einfiihrung

Definition. Die Fibonaccizahlen (Fy),>0 sind definiert durch
Fy=0, Fi=1, Foy1=F,+F, 1 firn>1.

Die ersten paar Werte sind:

n (0123|4567 |89 |10]11| 12 | 13 | 14 | 15
FolO]1 11123581321 |34]|55/|89 | 144|233 | 377 | 610

Tabelle 1: (F),) fir 0 <n <15

Formel von Binet: Es gilt

ey 145 1-V5
o= ¢ =

wobei ¢ und 1) die Lésungen der Gleichung z? — 2 — 1 sind.

Negative Indizes: Die definierende Rekursionsformel der Fibonaccizahlen ergibt eine Formel
fiir Fj,—1 in Abhéngigkeit von Fj, und Fj,+1. Dadurch ist F,, fiir alle n € Z eindeutig definiert.
Die Formel von Binet liefert fiir alle n € Z die richtigen Werte.

Aufteilung in Fachgebiete. Die Einteilung der Aufgaben in Algebra, Geometrie, Kom-
binatorik und Zahlentheorie ist keineswegs eindeutig und eher als Vorschlag gemeint. Bei
manchen Aufgaben resultiert die Einteilung aus der Formulierung, bei anderen aus einer schénen
Losungsmoglichkeit. Wichtiger als die genaue Zuordnung ist die Schlussfolgerung, dass Fibonac-
cizahlen in allen Fachgebieten auftauchen kénnen.
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2 Aufgabensammlung

2.1 Kombinatorik
Aufgabe 1. Wie viele Moglichkeiten gibt es, ein 1 x n Gitter mit Dominosteinen des Formats
1 x 1 und 1 x 2 zu parkettieren?

Aufgabe 2. Eine Herde von Hasen hat anfangs a junge und b erwachsene Tiere. Jedes erwach-
sene Tier bekommt ein Junges pro Monat, und jedes junge Tier braucht ein Monat um erwachsen
zu werden. Wie viele Tiere hat die Herde nach n Monaten?

Aufgabe 3. Beweise die Formel

Fn+m+1 = FpFp + Fn+1Fm+1
fur alle m,n € Z.
Hinweis: Aufgabe 2 konnte hilfreich sein.

Aufgabe 4. Eine faire Miinze wird zehnmal geworfen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei nie

zweimal Kopf hintereinander geworfen wird, sei §, wobei a und b teilerfremde nichtnegative

ganze Zahlen sind. Man bestimme a + b.

2.2 Zahlentheorie

Aufgabe 5.

(i) Man bestimme alle n, sodass F), gerade ist.

(ii) Bestimme jene Ziffer, die als letztes als Einerstelle einer Fibonaccizahl auftaucht.

Aufgabe 6.
(i) Bestimme ggT(F),, F,41) fiir alle n.
(ii) Zeige, dass Fy, | Fy, fir alle k, m gilt.

(iii) Beweise, dass ggT(Fin, ) = Fy

oT(mn) fir alle m,n € N gilt.
Hinweis: Aufgabe 3 konnte hilfreich sein fir (i) und (iii).

Aufgabe 7. Sei N € N.

(i) Beweise, dass die Fibonaccifolge periodisch modulo N ist.

(ii) Beweise, dass in jeder Periode von (F;, mod N) genau ein, zwei oder vier Glieder vorkom-
men, die durch N teilbar sind.
Hinweis: Aufgabe 13 (iii) kénnte hilfreich sein.
x Aufgabe 8. Sei p eine Primzahl. Zeige:

p|Fp wenn p =5
p|Fp—1 wenn p==+1mod5
p| Fps1  wenn p = =£2 mod 5.
Aufgabe 9 (Satz von Zeckendorff). Jede positive ganze Zahl ldsst sich eindeutig als Summe

von Fibonaccizahlen F,, mit n > 2 schreiben, die paarweise verschieden und paarweise nicht
aufeinanderfolgend sind.

Hinweis: Fir Findeutigkeit der Darstellung konnte Aufgabe 14 niitzlich sein.
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2.3 Geometrie
Aufgabe 10. Gegeben sind sieben gerade Strecken mit Léngen im Interval [1,10]. Beweise,
dass es darunter drei gibt, die ein Dreieck bilden.

Aufgabe 11. Beweise die Formel
FE+F5+- + F2=F,Fp1.

x Aufgabe 12 (Ring-Lemma). Gegeben sei ein Ring von n > 3 Kreisen mit disjunktem In-
neren, die den Einheitskreis von aufien und einander in zyklischer Reihenfolge beriihren (siehe
Abbildung unten rechts fiir n = 3). Zeige, dass jeder der n Kreise im Ring mindestens den

folgenden Radius hat:
1

FQn—B -1

Hinweis: Die Figur, in der der minimale Radius vorkommt, ist unten links angedeutet. Der
grau eingefarbte Kreis ist der Finheitskreis und zwei weitere Kreise haben "unendlichen Radius”.
Dariiber hinaus kénnte der Satz von Descartes niitzlich sein (siehe unten).

@0 &

x Satz von Descartes. In der rechten Figur gilt

2(k3 + k3 + k3 + ki) = (kv + ko + ks + ka)?,

wobei ki, ks, kg die Kehrwerte der Radien der dufleren Kreise sind und k4 der Kehrwert des
Radius des inneren Kreises ist.

2.4 Algebra
Aufgabe 13. Beweise die folgenden Rekursionen:

(i) Fo+Fi+--+F,=Fup2—1
(i) Fo—F1+F—F3+---+ Foy =Fo 1 — 1
(iii) Fp_1Fpi1 = EF2+(-1)"

Aufgabe 14. Sei 51 < 59 < -+ < 5,1 < 5, eine endliche Folge von paarweise nicht aufeinan-
derfolgenden Fibonaccizahlen. Zeige, dass

S1+ S+ -+ S—1 < Sp.
Aufgabe 15. Die Folge (T},),>1 ist gegeben durch
(T1, T, Ts, ...) = (1000, z,1000 — =, ...)

mit Ty,11 = T,—1 — T),. Die Folge endet mit ihrem ersten negativen Term. Finde x € Z, sodass
die Folge ihre maximale Lénge erreicht.

Aufgabe 16. Seien a,b € Z, sodass 22 — 2 — 1 ein Faktor von az'” + bx'6 4 1 ist. Bestimme a.

Aufgabe 17. Beweise, dass die Folge F;;—:l zum goldenen Schnitt ¢ = 1+72\/5 konvergiert.
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3 Losungen

Losungen werden gerne auf Anfrage ausgearbeitet und auf https://oemo.at/0eM0/Downloads/
hochgeladen.
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