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Im Folgenden sind mit Nullstellen eines Polynoms immer alle komplexen Nullstellen gemeint.
Zum Beispiel sind die Nullstellen des Polynoms (X2 +1)(X −1) die komplexen Zahlen {1, i, −i}.
Mit der konvexen Hülle einer Menge von komplexen Zahlen ist die konvexe Hülle der entsprechen-
den Punkte in der komplexen Zahlenebene gemeint.

Aufgaben Algebra

Aufgabe 1. Sei n ≥ 2 eine fixe positive ganze Zahl und seien a1, . . . , an positive reelle Zahlen
mit a1 + a2 + · · · + an = 2n − 1. Finde (mit Beweis) den kleinstmöglichen Wert von

a1
1 + a2

1 + a1
+ a3

1 + a1 + a2
+ · · · + an

1 + a1 + a2 + · · · + an−1
.

Wann gilt Gleichheit?

Aufgabe 2. Seien n < m positive ganze Zahlen und a1, . . . , am paarweise verschiedene reelle
Zahlen. Finde (mit Beweis) alle Polynome P mit reellen Koeffizienten und Grad höchstens n,
sodass

|P (ai) − P (aj)| = |ai − aj |

für alle i, j ∈ {1, 2, . . . , m} gilt.

Aufgabe 3. Man bestimme alle Polynome P (x) mit reellen Koeffizienten, die die Gleichung

P (a − b) + P (b − c) + P (c − a) = 2P (a + b + c)

für alle Tripel (a, b, c) reeller Zahlen mit ab + bc + ca = 0 erfüllen.

Aufgabe 4. Seien A, B, C teilerfremde nicht-konstante Polynome mit komplexen Koeffizienten
und

A + B = C.

Zeige, dass der Grad von jedem der Polynome A, B, C strikt kleiner ist als die Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von ABC.
Anmerkung: Zwei Polynome ungleich 0 mit komplexen Koeffizienten sind genau dann teiler-
fremd, wenn sie keine gemeinsame Nullstelle haben.

Aufgabe 5 (Fermats letzter Satz für Polynome). Seien P, Q, R teilerfremde nicht-konstante
Polynome mit komplexen Koeffizienten und a, b, c positive ganze Zahlen mit

P a + Qb = Rc.

Zeige, dass
1
a

+ 1
b

+ 1
c

> 1

gilt.
Leite daraus einen "Fermats letzten Satz für Polynome" her.

Aufgabe 6 (Satz von Gauß–Lucas). Sei P ein nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koef-
fizienten. Man beweise, dass jede Nullstelle der Ableitung P ′ in der konvexen Hülle der Null-
stellen von P enthalten ist.
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Aufgabe 7 (Satz von Lucas). Seien m, n ∈ N≥0 und p eine Primzahl. Zeige, dass(
m
n

)
≡

l∏
i=0

(
mi

ni

)
mod p

gilt, wobei m = mlml−1 · · · m1m0 und n = nlnl−1 · · · n1n0 die Darstellungen von m und n zur
Basis p sind.
Beispiel: m = 5 und n = 4 haben zur Basis p = 3 die Darstellungen m = 12 und n = 11. Der
Satz von Lucas sagt also, dass (

5
4

)
≡
(

1
1

)(
2
1

)
mod 3

gilt.
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